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1.

动态利率模型简介
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为何需要动态模型？
动态模型：DTSMs

整条利率曲线的动态变化特征及给定时刻的静态特征

建立起一致的定价框架

建立起一致的利率风险管理框架

暂不考虑信用风险
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动态利率模型的建模对象
即期利率（远期利率）为主，少数到期收益率（互换利率）
利率两大特点
不可交易：风险中性测度不合适
无限维的曲线

整条即期利率曲线情形下的可能建模对象
无限维即期利率（远期利率）
无限维零息债价格
一维瞬时（即期）利率（instantaneous spot rate/short rate）
无限维瞬时远期利率（Instantaneous forward rate）
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瞬时即期利率
货币市场账户价值与瞬时即期利率

货币市场账户在每个瞬间的价值增长都等于该时刻账户价值的
瞬时无风险利息增值。货币市场账户价值始终在增长，但增长
量是随机的，其随机性来源于每个时刻瞬时利率的变动
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利率期限结构与瞬时即期利率

贴现因子（零息票债券）与瞬时利率

即期利率与瞬时利率

只要瞬时利率的变化规律已知，就可以推知任意到期期限的即期利率的
动态过程，可以视为整条利率曲线的基本元素
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利率期限结构与瞬时远期利率

贴现因子（零息票债券）与瞬时远期利率

即期利率与瞬时远期利率
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选谁？
瞬时即期利率：
降维；基础元素
但转化函数复杂，需要涉及到风险中性测度期望

瞬时远期利率、即期利率和零息债价值
表达利率期限结构的更为直接和简单的方式，不涉及概率分布
无限维

债券价值一般不做建模对象：到期回到面值
瞬时远期利率是后两者的基础元素，其与瞬时即期利率关系也
比较简单
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动态瞬时利率模型的一般模型设定
假设瞬时利率服从伊藤过程

模型差异
具体的建模对象
风险源的数量
和 的不同设定
时间齐次/时间非齐次
仿射形式/非仿射形式
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推断利率的动态特征和未来分布
假设模型为

则在给定t时刻，未来T时刻的瞬时利率表达式为

未来T时刻的瞬时利率将服从正态分布，条件期望和条件方差为
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运用动态利率模型为利率衍生品定价
定价方法
绝对定价法/现金流贴现原理：贴现率难以确定
相对定价法/无套利定价原理

相对定价法：
利用标的变量与衍生品价值之间的内在相对关系，基于标的变量的给
定取值求出衍生产品价值。该方法并不关心标的变量的取值如何确定
，而是将其假定为外生给定的，然后运用无套利（no-arbitrage）原理
为衍生产品定价。
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相对定价法假设
无套利：不存在无风险套利机会
可复制（市场完全）
允许卖空
没有交易费用和税收
证券交易是连续的，价值变动也是连续的
所有证券都完全可分
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衍生品定价方法
偏微分方程（partial differential equations）法
等价鞅测度（equivalent martingale measure）法
以一维瞬时利率为例
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偏微分方程方法（PDE）
1. 构造PDE
① 构造无风险组合

A. 运用标的资产和衍生产品构造无风险组合
B. 运用标的资产和无风险资产复制衍生产品
C. 运用标的变量的两种可交易资产构造无风险组合

② 根据产品特征设定边界条件

2. 求解PDE
A. 分析法
B. 数值方法
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构造PDE
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理解偏微分方程
这是所有可交易的利率衍生品价值所满足的偏微分方程。

对于特定的利率衍生品，只要求解此偏微分方程，所得到的该衍
生品价值所满足的表达式就是利率衍生品的定价公式。

所谓求解，就是找到一个函数，其偏导数满足PDE方程和边界条件
，该函数是用标的变量所满足的随机过程参数来表达的。

衍生品的漂移率和波动率都没有最终进入到偏微分方程，该偏微分方
程的求解结果是用标的变量的随机过程参数来表达衍生品的价值。
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得到偏微分方程：已经完成定价？
需要
分布假设：对数正态/几何布朗/其他分布/其他随机过程
Payoff设定（边界条件）

求解
解析解
数值解：直接对应有限差分方法

在动态模型或衍生品合约规定比较复杂的情况下，偏微分方程
常常无法求得解析解，只能运用数值方法求得近似解。所以人
们有时不得不接受相对简单但不符合现实的随机过程设定，以
得到衍生品价值的解析解。
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PDE方法定价是一个数学问题还是一个金融问题
？
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利率的市场风险价格（market price of risk）
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风险价格与PDE
上述PDE是由风险价格的定义展开得到的，其存在性和唯一性
源自风险价格的存在性和唯一性，而后者又源自无套利和市
场完全的假设。
如果市场不是无套利的？——不存在这个PDE

如果市场是无套利的，但却不是完全的——PDE存在却并不唯一
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PDE的经济内涵：推导过程
衍生品的价值是由其复制和动态对冲过程决定的：replication

forecasting与replication：资产定价的两种逻辑
绝对定价法VS相对定价法
动态对冲的意义
那些假设有多重要？

22
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标的变量可交易和不可交易
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PDE的结果：预期收益率重要吗？
在偏微分方程中，会影响衍生品价值的不是μ，而是μ-λσ或是r
但σ始终需要估计
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预期收益率变化意味着什么？
其他都没变，只是随机变量的预期收益率变化了
一种理解是在原有概率空间上，转换了概率测度，为保证可定
义，要求其为等价测度
Girsanov’s theorem为简洁的等价测度转换提供了重要的数学基
础
在一定的条件下，我们可以仅通过一个关键变量（向量）转换到一个
等价测度
波动率不变，只改变期望值（漂移率）
这一转换可以用维纳过程的简单切换来体现
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Discounted Feynman-Kac Theorem
如果 ，则函数

是边界条件
下偏微分方程

的解。在测度Q下，S的随机过程可以描述为
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Discounted Feynman-Kac theorem的本质建立了PDE跟SDE的对应
关系，最后将偏微分方程的解表达成了某一扩散过程的期望值
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等价鞅测度方法
在衍生品定价中，波动率是必须估计的信息，但与漂移率和风
险价格有关的估计是有可能规避的。等价鞅测度法的目的就是
通过转换至某个等价概率测度中去定价，尽可能地规避不可观
测变量的估计，特别是漂移率和风险价格的估计，以简化定价
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等价测度
概率测度：定义在样本空间的事件域上的一个满足非负性、正则性和
互不相容事件可数可加性的实值函数，其将样本空间中的每一个元素
映射到 上的某一个数，用于刻画随机事件的发生概率。
满足上述条件的函数不止一个，因此对于同样的样本空间和事件域，
可能有不同的概率测度。
等价测度：保证数学上的良好定义
定义在相同样本空间和事件域上的两个概率测度，如果对同样的事件赋予零概
率，则为等价测度。
两个测度的差异只是对可能发生事件赋予的概率不同。
无论在哪个等价测度下求当前时刻的资产价值，由于是确定的，应该是相等的
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鞅
随机变量的鞅性质是指在给定测度下随机变量未来的条件期望
值等于当前值。
在一个测度下的鞅过程在其他测度下不再具有鞅性质。
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Girsanov’s theorem
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看似复杂的哥萨诺夫定理实际上为我们提供了转换至等价测度
的简便方法，其关键显然在于 的选择。选择不同的 ，就能
够转换到不同的等价测度，而这一转换可以用维纳过程的简单
切换来体现
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等价鞅方法：一个定理
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证明：充分性
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证明：必要性
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举例：某测度（一维）
令哥萨诺夫定理中的关键变量 为市场对一维风险源的风险价
格
标的变量所服从的随机过程

标的变量可交易衍生品所服从的随机过程
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风险中性测度与风险中性定价
由于相对漂移率是预期收益率，相对漂移率为r意味着在这个新测度
下，无论面临的客观风险有多大，任意可交易资产的单期普通复利
预期收益率都等于无风险利率，投资者并不要求风险溢酬。因此称
这个测度为“风险中性测度”
风险中性定价公式
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定价举例
一个T时刻到期、面值为1的零息债价值

利率是否随机影响不大的可交易资产价值

如果其标的资产也可交易，不再需要现实测度下的漂移率和
风险价格信息，只需要波动率信息和可观测的无风险利率信息—
—风险中性定价：适合股票、外汇和大宗商品。
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基于状态的测度转换理解
假设两期模型，三种状态
任意资产价格都等于其在各种状态下的回报期望的贴现值之和：

(1)

注意：

对其进行数学变换，可得

令 ，则有
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风险中性测度
在Q测度下，所有状态的贴现因子都相等，因此Q
测度被人们称为风险中性测度。
被称为无风险贴现因子。如果现实当中无风险利

率存在， 的倒数就等于1+无风险利率。
两个测度的关系：
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概率、期望值和风险厌恶

投资者厌恶风险程度、股票的预期收益率和股票升跌概率之间的联系：
在风险中性测度下无风险利率为 10% ，则股票上升概率 p为

若现实测度下股票预期收益率为 15% ，则股票上升概率p为

42
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测度转换：数学理解
根据Girsanov定理，在一定正则性条件下取一个 的值，就可转
换至一个等价测度
等价测度：关于 中哪些集合具有零概率是一致的

测度转换的实质是给了不同的状态（ ）以不同的概率。
测度转换：转换概率、期望、漂移率，什么没有改变？
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风险中性测度转换：金融理解

只要假设市场无套利，风险中性测度存在
由于可交易资产在风险中性测度下的漂移率为无风险利率，意
味着 为各风险源对应的风险价格（所组成的向量）
从现实的风险厌恶测度转到风险中性测度，实际上是给了不好的情
形以较高的概率（主观概率），期望值下降
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由于在概率中已经体现了风险，贴现时就无需再体现风险，只
需以无风险利率贴现
实际概率对应实际期望，风险态度体现在贴现率当中
风险中性概率对应主观期望，风险态度体现在概率中，贴现率只需使用无风险利率

测度转换：转换预期收益率、风险态度和风险价格
如果标的资产有红利？

45
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风险中性测度意味着投资者风险中性吗？
风险中性测度只是为便利定价而引入的一个技术测度
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为什么我们喜欢风险中性测度?
不考虑红利，只需要无风险利率和波动率信息就已足够，只有
一个待估参数。
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我们总可以进行风险中性定价吗？
换测度定价是一个数学问题还是金融问题？
现实测度向风险中性测度的转换是通过令哥萨诺夫定理中
的 等于现实测度下的风险价格实现的，风险价格在市场
无套利和可复制的前提条件下才具存在性和惟一性
风险价格的存在和唯一意味着什么？
无套利+市场完全（可复制）
＝风险价格存在和唯一
＝风险中性测度存在和唯一
＝定价存在和唯一
无套利但不完全：存在但不唯一
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世界不是一维的而且是相关的
在我们的模型中，只讨论独立/不相关的多维风险源（相关性
可以分解）
一个全局的风险中性测度，需要对每一个风险源都存在唯一的
风险价格，在这个测度下，世界上所有的冗余资产都可以运用
风险中性定价
平时，我们只能/只需要考虑相关的风险源，考察其风险价格
的存在性和唯一性，“局部风险中性测度”
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市场风险、信用风险与流动性风险
市场风险多用风险价格来处理测度转换
信用风险和流动性风险的常见做法是以未来现金流折扣的方式
处理，然后在市场风险对应的风险中性测度测度下定价
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定价测度的维度
存在并唯一的等价定价测度并不只有一个
我们至少已经知道了两个：现实测度和风险中性测度
为什么我们不喜欢现实测度定价？因为参数无法估计
只要市场无套利和可复制，转换至哪个等价测度下定价，定价结果都是一致
的。具体选择哪个等价测度仅取决于在哪个测度下为特定资产定价相对简单

风险中性测度就能解决所有的定价难题吗？
最适合假设利率为常数的情形且标的变量可交易的情形
不可交易变量在风险中性测度下的相对漂移率并不能保证等于无风险利率，
仍然不可观测
只要假设利率随机，资产价值由无风险利率的积分和到期资产回报的联合风
险中性分布决定
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试试其他测度
任意资产价格都等于其在各种状态下的回报期望的贴现值之和：

对其进行数学变换，可得

令 ，如果 之和等于
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如何找到其他定价测度：等价鞅定理
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其中，

注意，该定理并不要求V和N有关。
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等价鞅测度1:
以货币市场账户波动率为风险价格（风险中性测度）

由于货币市场账户的随机过程为

＝ ，因此这个测度
风险价格为0风险中性测度。
因此，这个测度
风险价格为0，风险中性测度
鞅性质：无风险贴现资产价值服从鞅过程
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风险中性测度与风险中性定价的严谨描述
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风险中性定价的优劣势
利率假设为常数，标的变量为可交易资产：只需要波动率信息

利率随机，需要考虑标的变量与利率的联合分布

标的变量不可交易，其风险中性相对漂移率并不等于无风险利率
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风险中性测度定价的运用：零息债价格
BSM欧式期权定价公式

零息债定价公式（贴现因子表达式）

即期利率表达式
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等价鞅测度2:以零息债波动率为风险价格（T远期测度）

以 波动率作为风险价格的测度： T远期测度
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远期测度的重要性质I
由于

因此

也就是说
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远期测度的重要性质II
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风险中性测度VS远期测度(胜出)
风险价格不同，概率不同
具有鞅性质的随机变量不同：
风险中性测度：期货价格是鞅过程
远期测度：远期价格是鞅过程

定价公式不同
远期测度更适合假设利率随机的情形
远期测度对变量是否可交易无要求,因为远期测度定价对漂移率是否为无
风险利率没有要求

利率非随机时,两个测度是同一个测度
62

( ) [ ] ( )

~
,

,
,

− 
 
 = +

T
st
r ds

t T

t T

Cov S e
F t T S

B t T




Copyright © 2023 Chen, Rong &  Zheng, Zhenlong , XMU

Black’s Model (1976) revisited
假设利率常数，到期期货（远期）价格在风险中性测度下服从
对数正态分布，则

假设利率随机，到期远期价格在远期测度下服从对数正态分布
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一个重要结论
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Black模型
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Black模型与BSM模型
同样为欧式期权定价，与BSM模型相比，Black模型更具适用性
，因为从推导过程可以看出，Black模型不要求利率为常数，也
不要求标的变量可交易，其标的可以是标的本身或其远期，也
可近似使用在期货期权上，只要求对数正态分布假设。

如果假设利率为常数，零息债价值不会波动，其相对波动率也
是零，这时风险中性测度和远期测度就是同一个测度，风险价
格和定价公式都将是相同的，远期价格也将等于期货价格。
BSM模型和Black模型将是等价的。
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欧式期权常见定价模型

欧式期权
定价

几何布朗运动

/对数正态分布

BSM模型
利率非随机+现货可交易
+标的现货+红利已知

+现货可做空

Black模型

利率随机

现货不可交易

标的远期/期货

红利未知

现货不可做空

其他随机过
程/分布

CEV模型

SV模型

跳跃模型

SVJ模型

LV模型
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无法求得解析解时
采用数值方法
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等价鞅测度3:
以年金因子波动率为风险价格（ 互换测度）
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远期互换利率的性质
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等价鞅测度3:以标的资产波动率为风险价格
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两个要点
同样为欧式期权定价，这个测度与Black模型类似，不要求利率
为常数，但与Black模型不同，这个测度要求标的变量是可交易
资产，却并不要求标的资产价格到时服从对数正态分布。

测度转换
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等价鞅测度转换
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应用2:债券期权
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应用3：资产交换期权
期权多头在到期时有权利用资产U交换资产V（假设两种资产都不支付收
益，可推广）
该期权到期回报为

在对数正态分布假设下（额外引入分布假设）
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鞅定价步骤
1. 验证无套利和市场完全
2. 确定等价鞅测度

3. 以 的形式表达被定价资产的到期回报

4. 根据 进行定价
5. 利用价格公式构建对冲策略
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写出期望：已经完成定价？
需要
分布假设：对数正态/几何布朗/其他分布/其他随机过程
Payoff设定

解析解
数值解：直接对应MC
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PDE方法与等价鞅测度方法
定价结果一致
联系和内在一致性
运用的重要前提条件都是市场无套利和可复制；
都源于风险价格存在并唯一；
这两个定价方法之间可以相互推导的，数学中的贴现费恩曼－卡克定
理(discounted Feynman-Kac theorem)表明偏微分方程的解可以表达为一
个漂移率发生变化的测度下的期望值，而从风险中性测度下可交易资
产的相对漂移率等于无风险利率，也可以推得偏微分方程；
这两种方法都不能保证得到解析解，没有解析解时都需要引入数值方
法得到资产价值的近似解。
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动态利率模型定价思路
不同动态利率模型主要是在模型设定上（即伊藤过程的漂移率
和波动率设定上）有所差异，其基本的定价和运用思路类似
① 先针对瞬时利率、瞬时远期利率或特定利率构建随机过程
② 在市场无套利和可复制的前提下为利率衍生品定价

偏微分方程法：在一定的边界条件下求解偏微分方程，解出的表达式就是利率
衍生品的定价公式；

等价鞅测度法：通过转换至某个特定的等价测度，在该测度下利用鞅性质求解
利率衍生品的定价公式，具体选择哪一个定价测度由具体情况确定

78



Copyright © 2023 Chen, Rong &  Zheng, Zhenlong , XMU

厦门大学财务系 陈蓉
aronge@xmu.edu.cn


