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摘要：基于 Kendall’s τ 秩相关系数的优越性和定义，本文提出了新的具有明确经济意义的动
态条件相关 copula模型，将常用的 Gaussian、 Clayton和 Gumbel函数统一根据该演化方程实现
动态化，构造出三种 Kendall’s τ动态条件相关 copula模型，可用于刻画不同的相关模式。这些
模型不仅参数少、容易估计，避免了现有动态条件相关 copula 模型构建方法各异导致的在实
证中不利于比较的缺点，而且能够进行多步向前预测，有效地减少了进行样本外预测时的计算
量，从而为刻画时变、非线性、非对称性和尾部相关等复杂的动态相关模式提供了新方法。
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引 言

无论在资产定价、资产配置还是风险管理中，相关系数都是不容忽视的重要参数。2008年爆发的次贷危
机更凸显了过于粗略的相关系数可能导致的严重后果。然而，在金融研究和应用中，相关性是一个长期被人
为简化的领域。很长时间内，人们都采用简单的线性常相关系数来描述金融资产间的相关性。近年来相关性领
域的研究逐渐深入，其发展大体可以分为两个方向：动态相关模型和 copula模型。以动态条件相关（Dynamic
Conditional Correlation，DCC）模型①为代表的研究侧重于将原来的常相关系数拓展为时变的动态相关系数。由
于此类模型具有参数较少、意义明确以及易于估计的优势，近年来在金融领域涌现出大量运用 DCC考察金融
变量动态相关性的研究文献。然而，DCC类模型的最大缺点在于，其所能捕捉的仍然是基于线性和正态分布
等假设下的相关特征，在面对日趋复杂和一体化的全球金融市场所呈现出来的非线性、非对称和尾部相关等
复杂的相关模式时，这些模型往往显得力不从心。与之相比，copula模型的优势正是其可以捕捉变量间的非线
性、非对称和尾部相关关系，但传统 copula模型的一个重要不足在于，其通常使用常数条件相关参数来描述
市场间的相关性，这在很大程度上限制了它的应用。

Patton[3]提出的条件 copula模型以及其他拓展研究可以视为对这两类模型优势的结合，其核心思想是通过
构造 copula函数参数的演化方程，明确变量间相关性的变化过程，从而发展出动态条件相关 copula模型，使得
copula模型不仅可以反映复杂的非线性相关关系，而且可以刻画变量间的动态相关性，从而将前两种模型的
优点有机地结合起来。
但是，现有的动态条件相关 copula模型仍然存在不足之处。首先，在一些以椭圆族 copula中的相关系数 ρ

①DCC 模型中，较为常见的是 Engel[1]提出的模型，本文将之称为 DCCE，而将 Tse和 Tsui[2]提出的模型称为 DCCT模型。
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设定动态条件相关 copula模型的研究中，ρ通常只是概率转换后变量的线性相关系数，并不能直接度量我们研
究对象的线性相关程度，没有明确的经济意义。为了对此进行改进，一些学者以 Kendall’s τ秩相关系数为基
础设定演化方程。和线性相关系数相比，Kendall’s τ秩相关系数具有单调增变换不变性、稳健性和对相关关
系的描述程度更广等优点。但在现有的研究中，Kendall’s τ演化方程中的外生变量经济意义仍不明确，且没
有考虑相关系数的自相关性。在不知道变量所代表的经济含义及其影响因素的情况下，人为设定变量服从某
个特定过程显然是不合理的。最后，由于前两个问题的存在，现有动态条件相关 copula模型不适于进行样本
外预测，模型的应用受到很大的约束。
针对上述问题，本文进行了一系列新的探索。首先，我们提出了一种新的基于 Kendall’s τ的动态条件相

关 copula方程，该模型参数的经济意义明确，考虑了相关系数的自相关性，可以方便地进行样本外预测，从而
大大提高了模型的应用性；其次，我们提出了一种新的基于 Kendall’s τ动态条件相关 copula模型的多步向前
预测方法，可以有效地减少进行样本外预测时的计算量；第三，我们第一次将 Gaussian、Clayton和 Gumbel这
三种常用 copula函数统一根据新的 Kendall’s τ秩相关系数演化方程实现动态化，避免了现有动态条件相关
copula模型构建方法各异，在实证中不利于比较的缺点，还能刻画不同的尾部相关性。
为了考察这一新模型在实际中的应用性，并与其他现有的相关性模型进行比较，我们以二元序列为例构

造出 Kendall’s τ动态条件相关 copula模型，将其用于研究中国和世界多个股市之间相关性的时变情形，并采
用经济标准（即考察样本外 VaR的准确度）对不同的相关性模型进行了比较。结果表明，在所有情形下，捕捉
非线性相关关系的 copula模型要优于基于正态分布和线性相关的 DCC和 CCC模型；而在 copula类的模型
中，本文提出的动态条件相关 copula模型在刻画密切相关的变量关系上具有显著优势，而相关性较低的变量
只需要常数条件 copula模型就能较好地拟合它们之间的关系。
论文共分 6个部分。第 1部分是导言，阐述了本文的选题意义、所做工作和主要贡献，第 2部分为文献综

述，第 3部分描述了本文提出的新模型，第 4部分为实证检验设计和样本数据，第 5部分报告实证结果，最后
是结论。

文献回顾②

1959年，Sklar首次建立 copula理论并提出 Sklar定理，搭建了联合分布函数与边际分布连接的桥梁。由
于copula模型善于捕捉多维变量间的非线性、非对称和尾部相关等复杂的相关模式，自 1999年 Embrechts等[4]

把 copula引入金融数量分析领域之后，copula在金融领域的应用取得了许多有意义的成果。但传统 copula模
型的一个重要不足在于，其通常使用常数条件相关参数来描述市场间的相关性，这在很大程度上限制了它的

应用。
以 Patton[3]提出的条件 copula理论为基础，动态条件相关 copula模型突破了传统 copula模型的局限，能

够刻画复杂相关关系的时变过程。其基本原理可以用以下边际分布为 t-GARCH（1，1）的条件 copula模型为
例来加以说明：

ri，t=μi+εi，t

σ2
i，t=ci+βiσ2

i，t-1+αiε2
i，t-1

ui，t|It-1= υi

σ2
i，t (υi-2)姨 ·εi，t|It-1~i.i.d.tυi（·|It-1） （1）

Ft（u1，t，…，uN，t|It-1）=Ct（tυ1（u1，t|It-1），…，tυN（uN，t|It-1）；θ|It-1）
其中 ri，t表示第 i列收益率在 t时刻的值，μi是该序列的均值，εi，t是相应的残差且服从 t分布，其条件方差 σ2

i，t具

有如上结构，因此 ui，t|It-1是标准化了的残差；tυi表示自由度为 υi的标准 t分布的密度函数；Ft（·，…，·|It-1）是
（u1，t|It-1，…，uN，t|It-1）的联合分布函数，Ct（·，…，·；θ|It-1）是其相对应的条件 copula分布函数。
在条件 copula模型的研究中，通常令 copula函数的形式不变。也就是说，所研究的相关模式不变，随时间

变化的只是模型中 copula函数的参数 θt，即只研究金融资产间的相关程度随时间改变。因此，在运用条件
②由于篇幅所限，本文仅对动态条件 copula模型进行文献综述。
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copula模型研究资产间相关关系的动态变化时，其关键在于通过定义相关参数 θt随时间演化的方程来确定变
量间的相关性变化，这也是本文要研究的重点。当 θt随时间改变时，模型即是动态条件相关 copula模型；当 θt
为常数时，模型即退化为传统的常数条件相关 copula模型；。
目前来看，根据选取参数的不同，现有的动态条件相关 copula模型大体可以分为三类：一类以 Patton[3]的

二元 Gaussian copula、Bartram等[5]的 Gaussian copula模型、Zhang和 Guégan[6]的 t-copula模型为代表，其共同
特征是对相关系数 ρ构建动态模型。例如，Patton[3]用一个类似于 ARMA（1，10）的过程来描述变量 u和 v二元
Gaussian-copula的相关程度参数：

ρt=Λ軗（ωN+βNρt-1+αN× 1
10

10

i = 1
ΣΦ-1（ut-i）Φ-1（vt-i）） （2）

其中 Φ-1（·）为正态随机变量累积分布函数的逆函数；函数Λ軗（·）定义为Λ軗（x）= 1-e-x
1+e-x ，它的引入是为了确保 ρt

始终处于区间[-1，1]内。在式（2）中，回归变量 ρt-1用于捕捉相关性参数的持续性，而滞后十阶的观测值的转换
变量 Φ-1（ut-i）和 Φ-1（vt-i）乘积之和的均值可以用来捕捉相关性的变化。类似地，Matlab软件中新推出的 Dy－
namic copula toolbox中的动态 copula模型也是针对 Gaussian copula中的相关系数 ρ，借用 DCC模型的基本形
式进行建模的。
但是，此类模型的缺点在于：首先，模型参数 ρ只是概率积分转换后的变量 U和 V的线性相关系数，不是我

们要考察的概率积分转化前的随机变量（X，Y）间的相关关系。这意味着参数 ρ和其它的 copula函数———如阿基
米德族 copula函数中的单参数 θ一样，并没有明确的经济意义。其次，由于线性相关系数本身固有的缺陷，以它
来设定演化方程是无法全面描述变量间相关关系的。最后，一些外生变量的选取也存在问题。Patton[3]定义的

Gaussian copula中采用 1
10

10

i = 1
ΣΦ-1（ut-i）Φ-1（vt-i）捕捉相关性变化对参数 ρ的冲击信息。然而，110

10

i = 1
ΣΦ-1（ut-i）Φ-1（vt-i）

反映的是原随机变量（X，Y）的前期线性相关性变化，与参数 ρ的含义通常并不匹配，所以不适合用于考察前期信
息对 ρ冲击的大小。
第二类研究以 Patton[3]提出的 Joe-Clayton Copula函数的上下尾相关系数演化方程为代表，其基本思想与

第一类研究类似，但考察的参数是上下尾部相关系数 λU和 λL：

λU，t=Λ（ω1+β1λU，t-1+α1× 1
10

10

i = 1
Σ|ut-i-vt-i|） （3）

λL，t=Λ（ω2+β2λL，t-1+α2× 1
10

10

i = 1
Σ|ut-i-vt-i|） （4）

其中 Λ（·）函数定义为 Λ（x）= 1
1+e-x ，为对数转化函数，目的是保证 λU和 λL在任何时刻均在区间（0，1）内。可

以看到，在方程（3）与（4）中，外生变量采用的是滞后十期的 ut与 vt的差的绝对值的均值，虽然这是对前期原
随机变量（X，Y）线性相关程度的度量，但它和尾部相关系数没有直接的关系，放在尾部相关系数的演化方程
里是令人费解的。
第三类研究主要包括 Van Den Goorbergh等[7]和 Ane等[8]所做的工作，其基本特征是采用 Kendall’s τ秩相

关系数设定演化方程。例如 Van Den Goorbergh等[7]将 τ构造为两个变量波动的函数：
τt=γ（h1t，h2t）

其中 h1t，h2t分别代表资产 1、2在 t时刻的波动，γ（·）为指定的函数，它用来刻画不同波动水平下资产间相关
性的变化。Ane等[8]则用

τt=ω1+ω2τt-1+ω3|ut-1-vt-1|+ωwvw，t-1+ωrvr，t-1
来描述金融资产相依结果的变化过程，其中 vw和 vγ分别表示世界和地区金融资产收益率的概率积分变化值。
与其他设定相比，采用 Kendall’s τ秩相关系数设定演化方程具有较大的优势：
首先，由于 Kendall’s τ秩相关系数是通过随机变量（X，Y）的和谐概率与非和谐概率的差来定义的，即

τ=P（（X1-X2）（Y1-Y2）>0）-P（（X1-X2）（Y1-Y2）<0）
其中（X1，Y1）和（X2，Y2）为随机变量（X，Y）的独立同分布样本。相关性度量指标 Kendall’s τ反映的是变量一致
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性变动的和谐程度，是全局相关性测度，经济意义明确。我们可以根据金融市场相关理论，如风险传染理论等
对其影响因素进行分析，因而可以作为建立动态条件相关 copula模型的重要桥梁。
其次，引入 copula函数后，若连续型随机变量（X，Y）的 copula函数是生成元为 φ（·）的阿基米德 copula

函数 C（·），那么（X，Y）的 Kendall秩相关系数为

τ=1+4
1

0乙 φ（u）
φ′（u）du

根据 Genest和 Rivest[9]，对于每一个阿基米德 copula函数，Kendall’s τ秩相关系数是关于 copula参数 θ的一个解
析函数。也就是说，在金融中我们经常用到的 copula函数如 Gaussian copula、Clayton copula和 Gumbel copula等
的参数 θ与 Kendall’s τ都存在一一对应的关系，只要确定了 Kendall’s τ的动态演化方程，自然也就可以确定参
数 θ的时变特性。这样，我们就可以通过样本数据的 Kendall’s τ秩相关系数度量来估计 copula函数的参数。
但是，现有的此类研究仍然存在不足之处。Van Den Goorbergh等[7]中的 Kendall’s τ秩相关系数由当期资

产的波动情况来解释，当资产波动较大时可能会引起相关性的增强，演进过程清晰明了，具有一定的说服力。
但其问题在于，他只用了当期的市场或者资产波动来预测当期的 Kendall秩相关系数 τ，而未考虑历史信息的
影响。我们知道，金融资产收益序列通常具有自相关性，当期的情况往往受到历史信息的影响。例如，在不利
消息传出后，可能会连续几天甚至更长时间在股市出现大幅振荡的局面，这也符合金融资产波动的聚集特性。
此外，Van Den Goorbergh等[7]仅仅以波动的绝对值进行建模，可能会让资产组合中波动较大的单个资产掩盖

掉平时较稳定的资产在发生大的波动时对资产相关性的影响。
而 Ane等[8]中的 Kendall’s τ秩相关系数演化方程虽然考虑了变量自相关性的影响，但其模型外生变量滞

后一期的 ut与 vt之差的绝对值也是对前期原随机变量（X，Y）线性相关程度的度量，与 Kendall秩相关系数 τ
没有直接关系，不适宜加入方程。
综上所述，动态条件相关 copula模型具有运算简便、能灵活拟合数据分布的优势，但其中的关键在于要

让 copula函数的参数演化方程构造恰当，并具有明确的经济意义。在不知道参数所代表的意义及影响因素的
情况下，强制变量服从某一过程是没有任何意义的，这样我们也很难知道影响参数变化的因素，从而缺乏依

据来确定演化方程的外生变量。现有动态条件相关 copula模型的参数演化方程正是存在这些缺陷。
基于这一现状，本文的研究就是从 copula函数的相关系数指标中选取一个经济意义明确并且与 copula

函数中参数映射关系清晰的指标作为桥梁，通过确定该指标的动态演进方程来构造更合理的动态条件相关

copula模型。从前文分析结果可以发现，Kendall’s τ秩相关系数恰好是这样一个指标，所以下文我们将围绕该
系数构建新的动态条件相关 copula模型，以期对现有的动态条件相关 copula模型进行改进。

模型方法

1、新的 Kendall’s秩相关系数演化方程
鉴于现有动态条件相关 copula模型演化方程的缺陷，我们在全面考虑变量经济意义和前期信息影响的

基础上，提出新的 Kendall’s τ秩相关系数演化方程如下：
τt=（1-α-β）τ+αΓt-1+βτt-1 （5）

其中 α≥0，β≥0，α+β≤1；τt是 t时刻的条件 Kendall’s τ秩相关系数，τt-1用于衡量变量间的自相关性；τ是无条

件 Kendall’s τ秩相关系数；Γt-1= 2
p（p-1）

p

i=1
Σ

j < i
ΣAt-i，t-j。其中 Ai，j=sgn（Xi-Xj）（Yi-Yj），sgn（x）=

1，x>0
0，x=0
-1，x<
Σ

0
为符号函

数。也就是说，若样本数量为 n，Γn是样本的经验 Kendall’s τ秩相关系数。
与现有的动态条件相关 copula模型相比，本文新设定的演化方程不仅考虑了参数自相关性的影响，而且

选择了合适的外生变量 Γt-1。由于
E[Ai，j]=（+1）P（（Xi-Xj）（Yi-Yj）>0）+（-1）P（（Xi-Xj）（Yi-Yj）<0）=τ，

因此 Γt-1为 t时刻前 p期的 Kendall’s τ秩相关系数的经验估计量，类似 DCCT模型中的外生冲击一项③。Γt-1含

③DCCT的核心是时变相关系数动态过程：Rt=（1-θ1-θ2）R+θ1Ψt-1+θ2Rt-1，θ1+θ2<1，其中 Rt为时变的相关系数，R 的含义是无条件相关系数，外生变量
Ψt-1则是过去 m 期标准化残差的样本相关系数。 因此，本文借鉴了 DCCT模型的基本思想。
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义与 Kendall’s τ秩相关系数相匹配，能够体现该相关系数上升（下降）趋势对 τt的冲击，避免了现有演化方程
中外生变量的变化与方程目标变量变化没有直接关系的缺点。
此外，本文的新演化方程还规定了合理的方程系数取值范围。现有 Patton[3]的二元 Gaussian copula模型、

Joe-Clayton copula模型与 Zhang和 Guégan[6]的 t-copula模型皆采用对数转换函数保证相关程度参数始终保
持在取值范围内，因此，演化方程系数取值范围不限。但这并不符合相关程度参数自相关性大小通常应该在
0-1之间的实际情况，且根据已有的 DCC模型实证结果，外部冲击变量的系数通常也很小。为避免这样的方
程系数大小不合实际的情况，本文仿照 DCC模型规定了演化方程系数的变化范围，既保证了相关参数的取值
要求，又符合应有的经济意义。
因此，从理论上看，基于方程（5）构建的新的动态条件相关 copula模型比现有模型更为合理，为了与其他

模型相区别，本文将其称为 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型。
2、多步向前预测法
虽然 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型具有前文所述的一些优势，但我们需要从实证上检验新模型

的有效性，与现有的条件相关模型比较。评价模型表现的标准之一就是看能否对未来做出准确预测，所以我
们首先需要构建样本外预测的方法。本部分中，我们将借鉴 CCC和 DCCE模型的预测方法，推导出以式（5）为
参数演化方程的 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型的多步向前预测。为此，我们先简要回顾一下 CCC和
DCCE模型的预测方法。
由于 CCC模型的条件相关系数是常数，因此

Et[Rt+r]=Rt=R赞，r≥1。
DCCE模型是一个非线性过程，其中

Qt+r=（1-α-β）Q+α（ut+r-1u′
t+r-1）+BQt+r-1 （6）

这里 Et [ut+r-1u′
t+r-1]=Et [Rt+r-1]，Rt+r=Q*-1

t+r Qt+rQ*-1
t+r，因此，r步的相关性预测不能通过一个简便的方法求出，Engle和

Sheppard[10]发展了两种技术对此进行了简化。第一种技术是利用 Et[ut+1u′
t+1]≈Qt+1，得到 Q的 r步向前预测为

Et[Qt+r]=
r-2

t = 0
Σ（1-α-β）Q（α+β）i+（α+β）r-1Qt+1

Rt+r=Q*-1
t+r Qt+rQ*-1

t+r

另外一种方法是，利用 Q≈R和 Et[Qt+1]≈Et[Rt+1]可以直接得到：

Et[Rt+r]=
r-2

i = 0
Σ（1-α-β）R（α+β）i+（α+β）r-1Rt+1 （7）

对于式（5）来说，在 t时刻条件 Kendall’s τ秩相关系数的一步向前预测为
τt（1）=τt+1=（1-α-β）τ+αΓt+βτt，

其中 Γt，τt都是已知的。由于 Et[τt+2]=（1-α-β）τ+αEt[Γt+1]+βτt+1，借鉴 Engle和 Sheppard[10]的思想，利用 Et（Γt+1）≈τt+1
可推导出

τt（2）=Et[τt+2]=（1-α-β）τ+（α+β）τt（1），
反复迭代可得

τt（r）=[1-（α+β）r-1]τ+（α+β）τt（1），r>1
从而得到条件 Kendall’s τ秩相关系数的多步向前预测。最后，根据 copula函数参数与 Kendall’s τ的对应关
系，就可以得到 copula函数参数的多步向前预测。

3、模型优劣评价标准
在完成预测之后，如何对不同模型的预测结果进行评价和比较，显然是模型对比的重要一步。Diebold等[11]

认为设定一个普遍接受的评价准则是不可能的，因此经济学家创造了很多特殊的经济计量准则来解决这类问

题。
比较模型在预测样本内和样本外优劣时常采用的方法主要有两种：一种是统计上的标准，比如，似然函

数、均方差（MSE）和平均绝对距离（MAD）等；另一种是经济上的标准，包括用于计算风险值 VaR（Value at
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Risk）时的准确度等。
已有文献常采用MSE或MAD方法评价 GARCH类模型预测条件方差-协方差矩阵的效果，由于真实波动

率的值是无法观测到的，因此为了评价其预测值的效果必须要构造一种所谓代理值（proxy）。Andersen等[12]利

用高频数据构建了日内收益率的波动率（intraday volatility），即已实现波动率（realized volatility）作为真实波动
率的代理指标进行预测效果的评价，取得了较可靠的结果。但是，高频数据往往很难取得，因此有学者（如
Pelletier[13]）采用收益率残差的积 εtε′

t作为真实波动率的代理值来计算 MSE和 MAD，其中 εt是收益率残差的

列向量。尽管 εtε′
t是真实波动率的无偏估计量，但其测度也充满了噪声，它不是真实波动率的精确估计，因为

均值已知的随机变量的单个观察不可能提供该随机变量方差-协方差矩阵的精确估计。于是有学者（如 Ledoit
等[14]）又仿照已实现波动率构造了低频数据的波动率作为代理值，但其可靠性易受估计窗口长短的影响，并且

缺乏选择窗口长度的标准。
鉴于本文将使用的是低频数据及 MSE和 MAD评价方法的缺陷，本文将采用第二种方法对模型预测效果

进行评价，具体做法是通过比较各模型预测样本外 VaR时的准确度评价模型的优劣。与统计标准相比，VaR
是重要的风险度量工具，使用其评价模型预测效果，实际应用价值更大。
具体来看，VaR模型的准确性检验是指 VaR模型的测量结果对实际损失的覆盖程度。本文将采用 Kupiec

失败率检验法进行检验[15]。假定实际考察天数为 T，失败天数为 N，VaR置信度为 α，失败率为 p。假定 VaR估
计具有时间独立性，则失败天数 N服从参数为 T和 p的二项分布，即 N~B（T，p）。在原假设 H0：p=p*下，似然

比计算公式为

LR=-2ln[（1-p*）T-Np*N]+2ln[（1-N/T）T-N（N/T）N]~χ2（1）
因此，通过计算，在 5％的显著性水平下，如果 LR>3.8415，我们将拒绝原假设；同理，2.5%下的临界值是 5.025，
1%下的临界值是 6.64。

实证检验设计

1、检验设计
虽然 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型具有前文所述的一些优势，但在实证研究中我们还是应仔细

判断它的适用范围，当变量间以常数条件相关为主时有可能就不需要使用动态条件相关模型。因此，为了更
好地评价 Kendall’s τ-动态条件相关 copula 模型的优劣并判断它是否适用，在我们的检验中，我们将把
Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型、常数条件相关 copula模型、动态条件相关模型（DCCE）和常数条件相

关模型（CCC）进行比较研究，即依据 Kupiec失败率检验法对各模型的组合风险值 VaR的预测值进行检验以
对比分析各模型优劣，从而揭示本文提出的新模型的优势，同时更好地理解各类模型的优缺点。
由前文分析可知，Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型可以采用两步估计法进行估计，因此，选择恰当

的边际分布是我们正确建立模型的第一步。
由于 GARCH模型描述和预测金融时间序列的波动性已被广泛接受，本文将采用 GARCH（1，1）模型对各

收益率序列建模，大量实证研究证明 GARCH（1，1）模型已足以很好地刻画单个收益率序列。但是，在 CCC和
DCCE模型中，由于通常我们假定各收益率序列服从联合正态分布，边际分布只能采用 normal-GARCH（1，1）
形式。而在 copula模型中，由于 copula函数可与任意边际分布模型搭配，所以我们选择能较好地描述资产收
益的偏斜和厚尾特征的 t分布对收益率序列建模，具体模型可见（1）式。
建立 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型的第二步就是选择适当的 copula函数。
Gaussian copula是椭圆族 copula的典型代表之一。若 F（·）为标准二元正态分布 Φρ（·）且 Fi（·），i=1，2为

单变量标准正态分布 Φ（·），则二元 Gaussian copula可表示为
CGa（u1，u2）=Φρ（Φ-1（u1），Φ-1（u2）），

椭圆族 copula分布在金融领域的应用十分广泛，其主要的原因是椭圆族 copula分布的性质容易掌握，而且模
拟比较容易实现。另外，由于椭圆分布的对称性，椭圆族 copula存在对称的尾部相关性。
另外，阿基米德 copula函数是目前在金融领域应用最为广泛的一类 copula函数，阿基米德族 copula具有
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很多优良的性质，如对称性、满足结合率等。阿基米德族 copula还具有计算方便等优点。常见的有 Clayton copula
和 Gumbel copula等。

以二元为例，Clayton copula 的生成元为 φ（u）= 1
α（u

-θ-1），θ>0时其二元分布函数 CCl（u1，u2）=（u-θ
1 +u-θ

2 -1）-1/θ；

θ=0时，CC l（u1，u2）=u1u2。而 Gumbel copula 的生成元为 φ（u）=-（lnu）θ，θ≥1，其二元分布函数CCu（u1，u2）=
exp（-[（-lnu1）θ+（-lnu2）θ]1/θ）。
由 Kendall’s τ的定义和定理，我们可推导得：

对于 Gaussian copula，τ= 2
π arcsin ρ，-1≤θ≤1；

对于 Clayton copula，τ= θ
θ+2 ，θ≥0；

对于 Gumbel copula，τ= θ-1θ ，θ≥1。

不同类型的 copula对尾部相关性的刻画是不一样的：Gaussian copula具有零尾部相关性；Clayton copula
和 Gumbel copula具有非对称性，可以用来描述变量间非对称的相关模式，不同的是 Clayton copula强调随机
变量间具有更高的下端尾部相关性，而 Gumbel copula则强调随机变量间具有更高的上端尾部相关性。又因
为这三个 copula函数的上（下）尾部相关系数 λU（λL）也与 copula参数 θ有一一对应关系：

对于 Gaussian copula，λU=λL=
0，ρ<1
1，ρ=≤ 1；

对于 Clayton copula，λU=0，λL=2
-1
θ
，θ>0；

对于 Gumbel copula，λU=2-2
1
θ
，λL=0，θ≥1。

所以，通过确定这三个 copula函数的 Kendall’s τ演化方程，我们也可以描绘出上（下）尾部相关系数的变
化过程。
因此，本文将选择 Gaussian copula，Clayton copula和 Gumbel copula这三种函数构建不同的 Kendall’s τ-

动态条件相关 copula模型和常数条件相关 copula模型，以发挥 copula函数在联合分布建模上的巨大灵活性，
更好地匹配不同的数据样本。这样，Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型和常数条件相关 copula模型各有
三种，加上动态条件相关模型（DCCE）④和常数条件相关模型（CCC），本文共将对 8个模型进行比较。

2、样本和数据描述
本文选取的是中国上证指数（上海）、香港的恒生指数（香港）、日本的日经 225指数（日本）、新加坡股票

市场的海峡时报指数（新加坡）、台湾的加权指数（台湾）、韩国的韩国工业综合指数（韩国）、标准普尔 500指
数（美国）和英国金融时报 100指数（英国）共 8个指数的样本数据，以研究中国内地、台湾和韩国这些非国际
金融中心与其它几个国际金融中心的股市相关性。具体样本区间从 1997年 7月 2日到 2009年 9月 4日，此
样本涵盖了我国股市数次牛熊市及亚洲金融危机、互联网泡沫和美国次贷危机，为我们观测极端情况下股票
市场间相关性的变化提供了很好的机会。
由于各个国家之间的节假日等差别比较大，为保证在每个交易日所有的市场均有数据，我们对数据进行

了筛选和匹配，最终剩下 2448个交易日。股指数据来源于 Yahoo 财经网站，取其对数收益率
rt=100×（lnPt-ln（Pt-1）），

共得到 2447组数据。另外，由于欧美的交易时间与亚洲的其他国家不一致，通常来说欧美市场第 T日的信息
会影响亚洲市场第 T+1日的表现，因而本文将欧美的第 T日的收益率与亚洲市场第 T+1日的收益率对应，因此，
我们最终将使用 2446组数据进行实证研究。
我们首先对各股指收益率进行了基本统计分析，由于篇幅所限，表 1中仅报告了部分结果。由表 1各收

益率序列的峰度均大于 3和 JB检验统计量的 p值均为 0可以看出，各个股票市场的收益率均不服从正态分
布。
④我们同时也做了 DCCT的对比，发现 DCCE和 DCCT的结果基本一致，因此仅报告 DCCE的结果。

风险管理与系统工程专题

18



MANAGEMENT REVIEW Vol.24 No.02（2012）

表 1 各股指收益率描述性统计量

上海 香港 日本 新加坡 台湾 韩国 美国 英国

峰度 7.2679 12.0685 8.6417 7.8572 5.3144 6.1593 9.1804 7.3857

JB p值 0 0 0 0 0 0 0 0

表 2 线性相关系数和 Kendall’s τ秩相关系数

ρ Kendall’s τ

上海 台湾 韩国 上海 台湾 韩国

上海 1 0.1372 0.1127 上海 1 0.0701 0.0695

台湾 0.1372 1 0.4328 台湾 0.0701 1 0.3206

韩国 0.1127 0.4328 1 韩国 0.0695 0.3206 1

香港 0.2481 0.4231 0.487 香港 0.1326 0.2851 0.342

日本 0.1526 0.4066 0.4823 日本 0.068 0.2698 0.3437

新加坡 0.1687 0.4171 0.4638 新加坡 0.0938 0.2723 0.3218

美国 0.1158 0.266 0.2782 美国 0.056 0.1715 0.1728

英国 0.0992 0.1752 0.2149 英国 0.0587 0.1146 0.1394

此外由表 2可知，线性相关系数 ρ和 Kendall’s τ秩相关系数均表明韩国与东亚和美英国际金融中心的
股指相关性最高，其次是台湾，而我国内地与东亚和美英国际金融中心的股指相关性最低，并且相对低很多。
中国内地、台湾和韩国与东亚地区香港、日本、新加坡的股指相关性显著高于其与美英主要股指的相关性，但
我国上证指数与其余东亚国家或地区的联系很不均衡，表现为只与香港股指的相关性较高。这在一定程度上
也反映了我国内地股票市场参与亚洲乃至全球市场的程度还比较低。
由于市场众多，如果逐一研究两两关系将会过于复杂，因此本文以中国大陆、台湾和韩国主要股指间的相

关关系以及它们各自和香港、日本、新加坡、美国、英国这些国际金融中心股市的相关性。换言之，本文总共要
研究 18组二元相关关系的变化过程。

实证结果

如前所述，我们将研究 8个条件相关模型对 18组数据的刻画能力。具体来看，我们使用各模型的样本外
预测值构建投资组合收益率，并计算相应的 VaR，最后采用 Kupiec失败率检验法对 VaR预测值的效果进行
评价，以此判断各模型拟合能力。本文将根据最小方差投资组合的 VaR预测值准确性评价模型优劣。
我们用了以上各收益率序列的最后 250天，即从 2008年 7月 8日到 2009年 9月 4日的 250组观测值来

进行预测效果的评价。估计模型时用的是距现在最近的 2196（总数据长度减去 250）对观测数据，为减少计算
强度，预测的最大步长为未来 10个交易日。譬如，为了得到从 2008年 7月 8日开始的未来 10天的 VaR的预
测值，首先要利用距离该天最近的 2196组历史观测值，具体是用 1997年 7月 3日至 2008年 7月 7日的数据，
来对各个模型中的参数进行估计，然后利用得到的模型给出未来每天的 VaR的预测值。其他日期依次类推，
各组数据分别进行 25次预测。

1、Kendall’s τ-动态条件相关模型参数估计结果
由于共将产生 18*8*25=3600个参数估计结果，本文暂不报告预测过程中产生的全部具体参数估计结果，如

有需要可向作者索取。表 3选择性地报告了东亚 6个市场的 Kendall’s τ-动态条件相关 Clayton和Gaussian
copula模型的参数估计结果⑤。
可以看出，这 6个东亚国家或地区的股指收益率之间的 Kendall’s τ演化方程的系数 α和 β之和都高于0.97，

多数接近于 1，这说明 Kendall’s τ秩相关系数的自相关程度很高，且自相关关系的持续性很强。

⑤后文的模型比较结果表明，对于 Kendall’s τ-动态条件相关模型在描述东亚市场间关系时表现最好，同时 Clayton 和 Gaussian copula 模型表现
较 Gumbel copula 好。
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2、模型比较结果
表 4报告了样本内所有市场所有模型的 VaR预测值的 LR似然比统计量。其中虽然 DCCE模型有两种预

测方法，但结果显示这两种方法所得的 LR似然比统计量几乎完全一致，所以表 4中只给出式（6）所计算出的
VaR预测值的 LR似然比统计量，该细节不影响模型优劣的判断。

表 3 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型参数估计结果

DN DC

αN βN αC αC
上海圮香港 0.0054 0.994 0.0029 0.9969

上海圮日本 0.0032 0.9952 0.0018 0.9971

上海圮新加坡 0.0041 0.9952 0.0022 0.9977

上海圮台湾 0.0036 0.9947 0.0022 0.9944

上海圮韩国 0.0041 0.9951 0.0017 0.9971

台湾圮香港 0.0213 0.9682 0.0148 0.9676

台湾圮日本 0.0095 0.9869 0.0088 0.982

台湾圮新加坡 0.0094 0.988 0.0031 0.9964

台湾圮韩国 0.0108 0.9875 0.0143 0.9742

韩国圮香港 0.0173 0.9743 0.0102 0.9828

韩国圮日本 0.016 0.979 0.0106 0.9808

韩国圮新加坡 0.0182 0.9672 0.0229 0.952

表 4 各模型 LR似然比统计量

股指
显著性水平

模型
显著性水平

股指
α=5% α=2.5% α=1% α=5% α=2.5% α=1%

上海圮香港

0.9514 0.0889 0.0949 DN 1.5403 1.0947 0.7691

台湾圮新加坡

0.1827 0.0889 0.0949 DC 0.4961 1.0947 0.1084

0.9514 0.4624 0.7691 DG 1.5403 1.0947 0.7691

1.5403 1.9581 0.7691 SN 3.0905 1.0947 1.9568

2.2555 3.0301 0.7691 SC 3.0905 1.0947 0.0949

2.2555 4.2925 0.7691 SG 3.0905 1.0947 3.5554

6.259 * 7.3304 * 5.497 CCC 5.0972 5.7302* 1.9568

1.5403 1.9581 3.5554 DCC 3.0905 4.2925 0.7691

1.5403 0.0889 0.7691 DN 0.9514 0.4624 3.5554

1.5403 0.0889 0.7691 DC 0.9514 0.4624 1.9568

0.9514 0.0889 1.9568 DG 1.5403 1.9581 3.5554

2.2555 0.0889 1.9568 SN 2.2555 3.0301 5.497

2.2555 0.0889 1.9568 SC 2.2555 1.0947 1.9568

3.0905 0.0889 1.9568 SG 2.2555 5.7302* 5.497

4.0395* 4.2925 3.5554 CCC 1.5403 5.7302* 5.497

3.0905 1.9581 3.5554 DCC 0.9514 1.9581 3.5554

上海圮新加坡

1.5403 1.9581 1.9568 DN 2.2555 3.0301 0.0949

1.5403 1.0947 1.9568 DC 0.4961 1.9581 0.0949

3.0905 1.9581 1.9568 DG 3.0905 3.0301 0.0949

2.2555 1.9581 1.9568 SN 2.2555 3.0301 0.0949

2.2555 1.9581 1.9568 SC 2.2555 3.0301 0.0949

3.0905 1.9581 1.9568 SG 3.0905 3.0301 0.0949

6.259* 5.7302* 5.497 CCC 5.0972* 4.2925 0.0949

4.0395* 3.0301 5.497 DCC 5.0972* 4.2925 0.0949

台湾圮美国

上海圮日本 台湾圮韩国
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股指
显著性水平

模型
显著性水平

股指
α=5% α=2.5% α=1% α=5% α=2.5% α=1%

上海圮台湾

2.255 0.4624 0.1084 DN 0.9514 1.0947 0.7691
4.0395* 1.9581 0.1084 DC 0.9514 0.275 0.0949
7.5204* 4.2925 0.0949 DG 0.9514 3.0301 0.7691
6.259* 3.0301 0.0949 SN 0.9514 1.0947 0.7691
5.0972* 1.9581 0.1084 SC 0.9514 1.0947 0.0949
6.259* 4.2925 0.0949 SG 0.9514 3.0301 0.7691
3.0905 7.3304* 3.5554 CCC 2.2555 1.9581 0.0949
1.5403 3.0301 1.9568 DCC 2.2555 1.9581 0.0949

上海圮韩国

0.9514 1.9581 3.5554 DN 0.1827 1.0947 1.9568

韩国圮香港

2.2555 1.9581 3.5554 DC 0.1827 0.0889 0.7691
4.0395* 1.9581 3.5554 DG 0.4961 3.0301 1.9568
4.0395* 1.9581 5.497 SN 0.4961 1.0947 1.9568
4.0395* 1.9581 3.5554 SC 0.1827 1.0947 0.7691
4.0395* 1.9581 5.497 SG 2.2555 4.2925 5.497
3.0905 7.3304* 5.497 CCC 0.4961 1.9581 7.7336*
0.9514 5.7302* 1.9568 DCC 0.1827 1.9581 5.497

上海圮美国

5.0972* 4.2925 1.9568 DN 0.1827 0.0889 0.0949

韩国圮日本

4.0395* 3.0301 0.7691 DC 0.0208 0.4624 0.0949
5.0972* 4.2925 1.9568 DG 0.1827 3.0301 0.7691
5.0972* 4.2925 0.7691 SN 0.4961 3.0301 1.9568
4.0395* 4.2925 0.7691 SC 0.1827 1.9581 1.9568
5.0972* 4.2925 1.9568 SG 1.5403 4.2925 7.7336*
3.0905 9.082* 7.7336* CCC 0.4961 3.0301 7.7336*
3.0905 9.082* 7.7336* DCC 0.4961 3.0301 7.7336*

上海圮英国

4.0395* 0.0889 0.7691 DN 1.5403 1.0947 0.7691

韩国圮新加坡

4.0395* 0.0104 0.7691 DC 0.4961 1.0947 0.7691
5.0972* 0.0889 0.7691 DG 1.5403 1.9581 1.9568
4.0395* 0.0889 0.7691 SN 1.5403 1.9581 1.9568
5.0972* 0.0889 0.7691 SC 1.5403 1.9581 0.7691
6.259* 0.4624 0.7691 SG 1.5403 1.9581 1.9568
3.0905 4.2925 5.497 CCC 3.0905 3.0301 12.9555*
3.0905 4.2925 5.497 DCC 3.0905 3.0301 10.229*

台湾圮香港

0.0208 0.0104 0.7691 DN 3.0905 3.0301 0.7691

韩国圮美国

0.0213 0.9504 0.0949 DC 1.5403 0.0889 0.0949
0.0208 0.4624 0.7691 DG 5.0972* 3.0301 0.7691
1.5403 1.0947 0.7691 SN 4.0395* 3.0301 0.7691
0.9514 0.0104 0.7691 SC 2.2555 0.4624 0.0949
1.5403 1.0947 0.7691 SG 5.0972* 3.0301 0.7691
5.0972* 1.9581 1.9568 CCC 3.0905 3.0301 1.9568
1.5403 0.4624 0.7691 DCC 3.0905 3.0301 1.9568

台湾圮日本

0.0208 0.275 0.0949 DN 1.5403 0.0889 0.0949

韩国圮英国

0.1827 0.275 0.0949 DC 0.4961 0.0889 0.1084
1.5403 4.2925 0.0949 DG 1.5403 0.4624 0.0949
1.5403 3.0301 0.0949 SN 1.5403 0.0889 0.0949
1.5403 1.9581 0.0949 SC 1.5403 0.0889 0.0949
2.2555 4.2925 1.9568 SG 1.5403 0.4624 0.0949
2.2555 9.082* 3.5554 CCC 5.0972* 1.0947 0.7691
3.0905 3.0301 0.0949 DCC 5.0972* 1.9581 0.7691

台湾圮英国

（续表 4）

注：①DN 表示 Kendall’s τ-动态条件相关 Gaussian copula；DC 表示 Kendall’s τ-动态条件相关 Clayton copula；DG 表示 Kendall’s τ-动态条件相
关 Gumbel copula； SN表示常数条件相关 Gaussian copula；SC 表示常数条件相关 Clayton copula；SG 表示常数条件相关 Gumbel copula；DCC 指根
据式（7）进行预测的 DCCE模型。②加 * 号的 LR值表示在各自的显著性水平 α 下拒绝原假设，5%的临界值是 3.8415，2.5%的临界值是 5.025，1%
的临界值是 6.64，LR值越大则预测效果越差。
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可以看出：

（1）总体而言，copula模型优于 CCC和 DCCE模型。CCC和 DCCE模型的 LR似然比统计量基本上都大于
copula类模型，这说明基于正态分布和线性相关的模型不能很好地刻画中国内地、台湾和韩国主要股指三者
间的相关关系以及它们各自和香港、日本、新加坡、美国、英国这些国际金融中心股市的相关性，更难以描述
它们之间相关性的变化过程，而 copula类模型由于采用了尖峰厚尾的边际 t分布和相关模式各异的 copula函
数，极大地改善了模型预测效果；

（2）在 copula模型中，LR似然比统计量显示 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型在刻画上证指数、台湾
加权指数和韩国工业综合指数与香港恒生指数等三个东亚地区国际金融中心的相关关系上有显著优势，特别

是 Kendall’s τ-动态条件相关 Clayton和 Gaussian copula模型的 LR似然比统计量基本上是所有模型中最小
的，与表 2的结果相对照，这几个市场间的相关关系正是所有样本中最高的。也就是说，对于相关性较强的市场
来说，常数条件相关模型是不适用的，而 Kendall’s τ-动态条件相关模型具有明显优势。
（3）对于在表 2中显示相关性较低的市场来说，除台湾加权指数和美国标准普尔指数呈现 Kendall’s τ-动
态条件相关 Clayton copula相关模式外，上证指数、台湾加权指数和韩国工业综合指数与美英两国代表性股指
仍以相关程度较低的常相关为主，常数条件相关 Clayton copula模型就能很好地刻画它们之间的关系。虽然动
态条件相关 copula模型的 LR似然比统计量略小于常数条件相关模型的 LR值，但在各组数据的 25次预测
过程中参数估计结果大都显示变量间具有常数条件相关关系。
（4）我们还发现，无论是动态条件相关还是常数条件相关 copula 模型占优的市场，在 Gaussian copula、

Clayton copula和 Gumbel copula中，Clayton copula表现最好，其次为 Gaussian copula。从模型特征来说，Clay－
ton copula具有下尾相关性但只能刻画正相关性，Gaussian copula没有尾部相关性却能刻画正负相关性，且模
型样本外预测效果都相对较好。这一方面说明样本内各市场同时发生暴跌的可能性较大；另一方面提示我们
可以将这两种模型的结果结合起来考察，有助于全面分析变量间的全局相关性和尾部相关性。

结 论

相关性的模拟和预测对最优投资组合选择、资产定价和风险管理等诸多金融问题的研究具有重要意义。
动态条件相关 Copula模型突破了常相关、线性和正态分布假设的限制，为刻画时变、非线性、非对称性和尾部
相关等复杂的相关模式提供了新方法。然而，现有动态条件相关 copula模型的关键———参数演化方程在内外
生变量的选择上却存在一些缺陷。为此，本文基于 Kendall’s τ秩相关系数的优越性和定义，提出了新的具有
明确经济意义的参数演化方程，将常用的 Gaussian, Clayton和 Gumbel函数统一根据该演化方程实现动态化，
构造出三种 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型，用于刻画不同的相关模式。这些模型不仅参数少、容易估
计，避免了现有动态条件相关 copula模型构建方法各异，在实证中不利于比较的缺点，而且能够进行多步向
前预测方法，有效地减少了进行样本外预测时的计算量。
为了检验这一新模型，我们将此模型用于研究中国和世界多个股市之间相关性随时间变动的情况。本文

依据风险值（VaR）的预测准确性，从 Kendall’s τ-动态条件相关 copula模型、常数条件相关 copula模型、动态
条件相关模型（DCCE）和常数条件相关模型（CCC）中挑选最适合的模型来拟合各样本数据间的相关性。结果
表明，copula模型总体而言优于基于正态分布和线性相关的 DCCE和 CCC模型。对于相关性较高的市场来说，
Kendall’s τ-Gaussian和 Clayton动态条件相关 copula模型具有较大的优势，相关性较低的市场用常数条件
相关 Clayton copula模型就能很好地拟合它们之间的关系。而 Kendall’s τ-动态相关模型的参数估计表明，
Kendall’s τ秩相关系数的自相关程度很高，且自相关关系的持续性很强。
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Dynamic Nonlinear Correlation among Financial Assets: a New Model

Chen Rong1 and Chen Miaoqiong2
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2.Xiamen Bank，Xiamen 361012)

Abstract: Based on the superiority and definition of Kendall’s τ rank correlation coefficient, this paper puts forward a new Kendall’s τ
Dynamic Conditional Correlated Copula model which is of economic significance. And we construct three kinds of Kendall’s τ- Dynamic
Conditional Correlated Copula model to describe different correlations by applying this new model to Gaussian, Clayton and Gumbel
copula. These models not only have fewer parameters and are less time-consuming in calculation, but also overcome the shortcoming of
the existing Dynamic Conditional Correlation Copula models that it is not convenient to evaluate because of their different constructing
methods. Moreover, this new model can carry out multi-step ahead prediction with less time-consuming in out-of-sample prediction,
providing a new approach to characterize the time-varying, nonlinear, non-symmetry, tail dependence and other complicated correlation.
Key words: Dynamic Conditional Correlated Copula model, correlation, Kendall’s τ
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